








El Papel de la Resolución de Problemas en el Desarrollodel Conocimiento Matemático de los Profesores para laEnseñanza1
Manuel Santos TrigoCentro de Investigación y de Estudios AvanzadosCinvestav-IPNMéxicomsantos@cinvestav.mx
Resumen2¿Qué conocimiento matemático para la enseñanza se deben promover en los pro-gramas de formación y desarrollo profesional de profesores? En la discusión deesta pregunta se esbozan temas y líneas de reflexión que promueven actividadesde resolución de problemas como aspectos cruciales en la educación de los pro-fesores de matemáticas. Se destaca la importancia de que los profesores en suformación se apropien y valoren un método inquisitivo para interactuar con losconceptos, ideas y en la resolución de problemas matemáticos. En particular, elempleo de diversas herramientas computacionales se identifica como esencial enlos programas de formación.Palabras claveResolución de problemas, programas de formación de profesores, uso de herra-mientas computacionales.AbstractWhat mathematical knowledge for teaching should be promoted in teacher prepa-ration and professional development programs? In discussing this question themesand lines of reflection that promote problem solving activities as crucial aspects ofthe education of math teachers are outlined. The importance that pre-service teach-ers own and value an inquisitive method for interacting with the concepts, ideasand problem solving is highlighted. In particular, the use of various computationaltools is identified as essential in preparation programs.Key wordsProblem solving, teacher preparation programs, use of computational tools.
1. Antecedentes
La educación o formación y desarrollo profesional de los profesores de matemáticas sonaspectos fundamentales que inciden directamente en las formas en que los profesores
1 Este trabajo corresponde a una conferencia dictada en la XIII CIAEM, celebrada en Recife, Brasil elaño 2011.2 El resumen y las palabras clave en inglés fueron agregados por los editores.









152 Manuel Santos Trigo
conceptualizan, estructuran y promueven el aprendizaje de los estudiantes. Sin embar-go existe una diversidad, en el ámbito internacional; sobre qué contenidos y formas deimplementar los programas de formación y desarrollo profesional de los profesores. Apesar de esa variedad de enfoques y trayectorias de los programas, existe un plenoreconocimiento sobre la importancia y papel del profesor en la implementación de lasreformas del currículum y en la creación de escenarios de enseñanza que promuevanla construcción del conocimiento matemático de los estudiantes. Tatto, Lerman & No-votna (2011) mencionan que se sabe poco acerca de las oportunidades para aprendermatemáticas y pedagogía que se les ofrecen a los futuros profesores y a los profesoresen ejercicio en el mundo y acerca de la efectividad de esas oportunidades. Afirmanque “. . . la comparación de los efectos en la preparación de los profesores en el ám-bito internacional es importante en este momento caracterizado por el clima de lasreformas en la educación” (p. 314). ¿Cómo se construye un programa de formación deprofesores de matemáticas? ¿Quién debe participar y cuál es la ruta para formarlos?¿Qué contenidos matemáticas y didácticos se deben incluir en esos programas? ¿Quénivel de profundidad del conocimiento matemático deben desarrollar en su formación?¿Cómo y quién debe establecer e implementar programas de desarrollo profesionalpara los profesores en servicio? ¿Qué objetivos deben perseguir en esos programas?¿Cómo evaluar el desempeño de los profesores? Estas son algunas preguntas que re-sultan de interés en el diseño de programas de formación y desarrollo profesional delos profesores de matemáticas. En la discusión conviene enfocar la atención hacia elconocimiento matemático de los profesores para la enseñanza que les permita tomardecisiones sustentadas alrededor de sus prácticas profesionales. Este conocimiento in-cluye un conocimiento sólido de los contenidos y procesos del pensamiento matemático.Además, un conocimiento didáctico que le permita identificar los conceptos fundamen-tales del currículum, establecer metas de aprendizaje, desarrollar diversas maneras deevaluarlas, seleccionar actividades pertinentes de enseñanza, y analizar el proceso quemuestren los estudiantes en sus experiencias de aprendizaje.
2. Conocimiento para la enseñanza
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también deben poder interpretar y orientar el proceso de construcción y aprendizajede los estudiantes. Además, los profesores mismos deben mostrar diversas maneras derazonamiento y capacidades de resolución de problemas matemáticos. Papick (2011)afirma que “los profesores de matemáticas deben comprender profundamente las ideasmatemáticas (conceptos, procedimientos, habilidades de razonamiento) que son centra-les en los cursos o grados que estarán enseñando y ser capaz de comunicar estas ideasen una manera apropiada al desarrollo [cognitivo] del alumno” (p. 389). ¿Qué significaque los profesores tengan un conocimiento sólido o robusto de las matemáticas? ¿Quéconocimiento o contenido matemático y a qué profundidad deben dominar los profeso-res de matemáticas del nivel básico o preuniversitario? ¿Cómo los profesores puedenconstruir un pensamiento sólido o profundo de la disciplina?Es evidente que los profesores de matemáticas deben comprender y utilizar los concep-tos fundamentales que pretenden enseñar; sin embargo, es necesario también identificarlas rutas que puedan seguir para desarrollar un conocimiento robusto de la disciplina.En la resolución de problemas no rutinarios es necesario que los profesores discutany valoren la importancia de examinar y explorar el enunciado del problema desde di-versos ángulos con la intención de discutir su sentido y racionalidad. Esta discusiónresulta crucial en la selección de recursos y conceptos o conjunto de resultados necesa-rios para resolverlos de manera eficiente (Polya, 1945). En este proceso es importanteque el profesor realice una búsqueda de conexiones entre los métodos de solución ysu aplicación en otros problemas, establezca posibles extensiones y contraste variasformas de resolución.
3. Un Ejemplo de actividad o problema
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los jugadores del 1 al 1024. La eliminación se llevará a cabo enfrentando a los dosprimeros jugadores, el ganador de ambos se enfrenta al tercero, ahora el ganador seenfrenta al cuarto y así sucesivamente. Una tercera forma consiste en formar gruposde jugadores para obtener un ganador de cada grupo, por ejemplo podemos formar 32grupos cada grupo con 32 jugadores. De cada uno de estos grupos se elige un ganadormediante cualquier proceso de eliminación simple. Con esto obtendremos 32 ganadoresy a ellos se aplica un proceso de eliminación simple. El proceso de eliminación simpleque se aplique al nuevo grupo de 32 jugadores puede ser el empleado para cada uno delos 32 grupos originales, pero también puede ser diferente, por ejemplo puede consistiren la formación de grupos más pequeños, para obtener finalmente un único grupo dedos jugadores que disputarán el partido final de donde surgirá el campeón.Si aplicamos la primera forma de eliminación simple, podemos concluir que el númerode partidos para determinar el ganador es:
512 + 256 + 128 + 64 + 32 + 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 1023
Para obtener el resultado de esta sumatoria, podemos acudir a una calculadora o bienaplicar, la fórmula para una suma geométrica:
1 + r + r2 + · · ·+ rn = rn+1 − 1r − 1
Esta fórmula puede dar lugar a una discusión sobre su origen, validez y a una justifi-cación de que vale para todo natural n y todo real r 6= 1. En este caso r = 2 y n = 9,así que tenemos
512 + 256 + · · ·+ 2 + 1 = 29 + 28 + · · ·+ 2 + 1 = 210 − 1 = 1023.
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correspondientes, por lo tanto deben jugar 1023 juegos para determinar al campeón.Como en el caso anterior, en este razonamiento es irrelevante el número de jugadores,podemos aplicarlo a cualquier número de jugadores. Esta estrategia de conteo es muyelegante y casi no requiere operaciones aritméticas, lo valioso de este proceso desolución es el razonamiento mismo, más que la herramienta matemática empleada. Laforma de razonamiento que se ilustran en este acercamiento al problema son elementosfundamentales que se deben promover en la formación de los profesores. En particular,concebir un problema como una oportunidad de pensar la situación o enunciado desdediversas perspectivas que demanden la utilización de diversos recursos, conceptos yhábitos del pensamiento matemático.
4. La importancia del conocimiento didáctico
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incluyan errores o limitaciones matemáticas. Adler y Davis ilustra algunas respuestasque los estudiantes escriben al resolver la ecuación x2 − 2x = −1:
1. estudiante 1: x = 1 porque si x2−2x = −1, entonces x2 = 2x−1 y x = √2x − 1x no puede ser 0 porque se tendría 0 = √−1x no puede ser negativa porque se tendría la raíz cuadrada de un negativox = 1 funciona porque tenemos 1 = 1 y ningún otro número mayor que unocumple.2. estudiante 2: x = 1 porque si x2−2x = 1, entonces x(x−2) = −1 y así x = −1o x − 2 = −1, lo que nos lleva a que x = 1 (porque x = −1 no es cierto)3. x = 1 porque si x2− 2x = 1, entonces x2− 2x − 1 = 0 y esto se factoriza como(x − 1)(x − 1) = 0; y así x = 1, etc.
Así, el conocimiento didáctico de los profesores debe incluir recursos que les permitaexplicar a sus estudiantes caminos y formas apropiadas de utilizar conceptos y repre-sentaciones matemáticas. Este conocimiento es un vehículo que les puede ayudar aidentificar limitaciones y reconocer las ventajas de examinar sus propias respuestasdesde diversas perspectivas. De manera similar, Papick (2011) afirma que el conocimien-to matemático para la enseñanza debe preparar a los profesores para que respondande manera sustentada una serie de preguntas que los estudiantes enfrentan en susexperiencias de aprendizaje. Algunas de esas preguntas incluyen:
1. Mi profesor del curso del año pasado me dijo que lo que yo haga de un lado deuna ecuación también lo debo hacer del otro lado para mantener la igualdad.No entiendo que hago mal al sumar 1 al numerador de ambas fracciones en laigualdad 12 = 24 y así obtener 22 = 34 .2. ¿Por qué el libro dice que un polinomio anxn + an−1xn−1 + . . .+ a1x + a0 = 0si y sólo si cada ai = 0, y después dice que 2x2 + 5x + 3 = 0?3. En la tarea se nos pide encontrar el siguiente término en la lista de números3, 5, 7, . . . ? John dice que la respuesta es 9 (pensó en los números impares), yodigo que la respuesta es 11 (pensé en los primos), y María dice que la respuestaes 3 (pensó en el patrón periódico). ¿Quién tiene la razón? etc.
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5. Sobre el papel de la resolución de problemas en la formación delos profesores
Los profesores de matemáticas necesitan desarrollar cierta sofisticación y dominio delcontenido matemático que les permita seleccionar, organizar, estructurar e implementaractividades de enseñanza. Deben ser capaces de analizar, interpretar y evaluar lasdiversas maneras en que el estudiante construye el conocimiento matemático. ¿Cómose adquiere esa sofisticación matemática? ¿Qué significa que un profesor o investigadoren educación matemática domine ciertos contenidos matemáticos?El conocimiento matemático que se necesita para la enseñanza (e investigación) no esuna versión ligera de las matemáticas formales, la educación matemática es un áreaseria que demanda un arduo trabajo matemático (Davis y Smith, 2006).Así, el conocimiento matemático para la enseñanza y la investigación en educaciónmatemática debe entonces incluir:
1. Un claro dominio no solamente del contenido que se enseña; sino también elconocimiento de un contexto más amplio para establecer conexiones entre elmaterial a enseñar y otros contenidos matemáticos2. Una comprensión de la forma en que el aprendizaje de las matemáticas sedesarrolla y la variación en los acercamientos sobre el desarrollo cognitivo delpensamiento matemático3. Un dominio de las estrategias de enseñanza que ayuden al desarrollo del apren-dizaje matemático de los estudiantes.
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desarrollo de hábitos propios de la disciplina, sino también recursos y habilidadespara comprender conceptos y resolver problemas matemáticos. De manera general, sercompetente en el estudio de las matemáticas implica que el estudiante desarrolle:
1. Una comprensión conceptual del conocimiento matemático que se expresa entérminos de conexiones entre las ideas, conceptos y operaciones entre relaciones(NCTM, 2000). Por ejemplo, un acercamiento conceptual en el estudio de laderivada implica que el estudiante establezca conexiones entre los diferentessignificados asociados a este concepto, es decir, entre el significado geométrico,la definición formal, razón de cambio, velocidad instantánea y por supuesto elcálculo de derivadas.2. Una fluidez operativa o procedimental donde el estudiante desarrolle estrategiasy habilidades para desarrollar, calcular operaciones y, aplicar reglas de unamanera flexible, apropiada y eficiente.3. Un hábito inquisitivo que le permita formular, representar y hacer disertacionesal resolver problemas matemáticos. Es decir, el estudiante constantemente sedebe plantear preguntas que lo lleven a la búsqueda de relaciones o conjeturasy formas de representarlas que permitan explorarlas de manera sistemática.4. Capacidad de razonamiento donde el estudiante valore la importancia de sus-tentar o rechazar relaciones o conjeturas matemáticas a partir del empleo dediversos tipos de argumentos, incluyendo los formales y el uso de contraejem-plos.5. Una inclinación hacia el estudio de las matemáticas que le permita valorarlacomo una disciplina sensible, útil y necesaria en la toma de decisiones en estasociedad.6. Una serie de hábitos que deben ser parte de la cultura en el salón de clase(Cuoco, 1996). Entre otros, la búsqueda de patrones y relaciones, consideracio-nes de casos especiales, formulación de conjeturas, identificación de estructuras,evaluación de los procesos de solución, También debe establecer conexiones,justificar o validar soluciones, refinar argumentos, generalizar soluciones y co-municar resultados.
Los seis puntos mencionados no son entidades separadas sino constituyen un marcointegrado que puede guiar la formación y el desarrollo profesional del profesor.
6. Sobre el uso de las herramientas digitales para el aprendizaje
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van desde programas de matemáticas para uso profesional y educativo como son Mat-hematica, Maple, Derive, software de geometría dinámica hasta sitios en línea (internet)de libre acceso como es www.wolframalpha.com.Veamos un ejemplo con el uso de un software dinámico. Se traza la recta AB y uncírculo con centro en A y radio r menor que la longitud el segmento AB. Sobre elcírculo se selecciona un punto P y se traza la recta PA. Sobre esta misma recta seselecciona un punto C y se traza la recta CB. Al mover el punto P alrededor de lacircunferencia se obtiene una familia de triángulos. Es decir con la herramienta seconstruye una representación dinámica del triángulo (Figura 1).
Figura 1: Representación dinámica de un triángulo
En este modelo dinámico ahora se traza la mediatriz del lado BC y se observa que estacorta a la recta AC en un punto Q. ¿Cuál es el lugar geométrico del punto Q cuandoel punto P se mueve alrededor del círculo? Con la ayuda de la herramienta se obtienelo siguiente:
Figura 1 b. ¿Cuál es el lugar geométrico del punto Q cuando el punto P se mueve alrededordel círculo?
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considerando los puntos A y B como focos. Usando el mismo software se observa quepara posiciones distintas de Q y R se cumple la relación algebraica que define unahipérbola (Figura 2).
Figura 2: Se observa que al mover el punto P sobre el lugar geométrico, el punto cumplecon la definición de hipérbola (asumiendo que los puntos A y B son los focos).Pero esto que observamos no podemos considerarlo una prueba de que efectivamentese trata de una hipérbola. Debemos de reconocer que el software trabaja con aproxi-maciones (truncamientos o redondeos) por lo que no podemos hacer la afirmación concerteza. La prueba requiere de consideraciones y razonamientos geométricos. Necesi-tamos un argumento contundente.¿Qué ocurre ahora si el punto A se acera o se aleja del punto B? La Figura 3 muestraun caso en el que el lugar geométrico se asemeja a una elipse. Nuevamente hemos desustentar la conjetura de que se trata de una cónica, en este caso una elipse.
Figura 3: Al mover el punto A se observa que el lugar geométricose convierte en una elipse.
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7. Sobre la agenda académica de la formación y desarrollo profesionalde los profesores desde la resolución de problemas.
Se esbozan temas y preguntas relevantes que un programa de formación y desarrollo profesionalde profesores deben considerar en las actividades de resolución de problemas.
1. Sobre los aspectos relacionados con la resolución de problemas y la construcción delpensamiento matemático del estudiante. Aquí algunas preguntas importantes incluyen:a) ¿Qué actividades de resolución de problemas ayudan a los profesores a desarrollary construir el conocimiento matemático para la enseñanza?b) ¿Qué distingue o cómo se caracteriza el pensamiento matemático que deben ex-hibir los profesores en sus experiencias de resolución de problemas y diseño deactividades para la enseñanza?c ) ¿Qué tipo de problemas favorecen la construcción del conocimiento matemático delos estudiantes?d ) ¿Cómo se explica la construcción o desarrollo de un conocimiento nuevo en losestudiantes?2. Sobre el currículum matemático y la enseñanzaa) ¿Cómo se diseña y estructura una propuesta de currículum?b) ¿Qué contenidos y procesos del pensamiento matemático se deben incluir en lapropuesta?c ) ¿Qué escenarios de enseñanza promueven el desarrollo o construcción del conoci-miento de los estudiantes?d ) ¿Cómo se evalúa el aprendizaje de los estudiantes?3. Sobre el uso de las herramientas computacionalesa) ¿Cómo se caracteriza el proceso de apropiación de una herramienta para convertirlaen un instrumento para comprender conceptos y resolver problemas?b) ¿Cuál es el papel del empleo de distintas herramientas en la comprensión de ideasy la resolución de problemas?c ) ¿Qué formas de razonamiento se manifiestan en la resolución de problemas cuandoutilizan sistemáticamente diversas herramientas en los procesos de solución?d ) ¿Cómo se evalúa la pertinencia de un instrumento?
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8. Conclusiones
Resulta necesario que matemáticos, educadores y profesores trabajen conjuntamente en los pro-gramas de formación y desarrollo profesional de los profesores que realmente reflejen la esenciade lo que significa aprender la disciplina. En particular, lo que interesa es que los profeso-res desarrollen una forma de pensar y disposición hacia el estudio de las matemáticas dondeexhiban distintas formas de representar fenómenos, identifiquen relaciones y patrones, formu-len conjeturas, justifiquen y comuniquen resultados. En este sentido, es importante estructuraractividades en términos de secuencias de problemas donde se reflejen los aspectos inherentesque transforman las asignaturas tradicionales en líneas de pensamiento numérico, algebraico,geométrico y estadístico. Así, el entendimiento o comprensión de las ideas matemáticas no es unproceso final; sino dinámico que se va robusteciendo en función de la necesidad de respondery resolver series de cuestionamientos que emerjan dentro y fuera de la propia comunidad deaprendizaje. , un aspecto crucial en las agendas de resolución de problemas es la interaccióny discusión abierta entre los grupos de investigación sobre los aspectos comunes y principioso fundamentos que distinguen cada uno de los programas. En la resolución de problemas sereconoce también que pueden existir caminos distintos para promover el desarrollo del pensa-miento matemático; sin embargo, todos esos caminos coinciden en reconocer la relevancia deconceptualizar la disciplina en términos de dilemas o preguntas que en este caso los profesoresdeben necesitan responder y discutir en términos de recursos matemáticos. En este proceso, losprofesores desarrollan el hábito inquisitivo que les permita reflexionar constantemente de maneraprofunda sobre las diversas maneras de representar y explorar las ideas matemáticas. Es decir,construyen, desarrollan, refinan, o transforman sus formas de comprender y resolver problemascomo resultado de formular preguntas relevantes y responderlas con el uso de distintos medios,incluyendo las herramientas computacionales. En este contexto, los acercamientos iniciales enla resolución de problemas pueden ser incoherentes o limitados, pero éstos se refinan o mejorancuando los mismos profesores presentan y discuten de manera abierta sus ideas dentro de unacomunidad profesional de aprendizaje que valora y promueve el cuestionamiento matemático ométodo inquisitivo. Además, resulta relevante establecer una agenda académica para la actuali-zación de los profesores en servicio así como la educación y formación de los nuevos profesoresque atienda su formación sólida en matemáticas y que resalte las actividades de aprendizaje quese deben promover en el salón de clase (Santos, 2007). El uso de distintas herramientas planteala necesidad de actualizar o ajustar las diversas maneras de evaluar las competencias mate-máticas. Aquí interesa caracterizar las formas de razonamiento que se construyen o desarrollancuando utilizan de manera sistemática varias herramientas computacionales.
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